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lllttt999999oookkk222222444 二二二項項項式式式定定定理理理    

主題一、二項式定理 

對於任意正整數 n﹐我們有下列的二項展開式﹕  

  1 1 1 1

0 1 1

n n n n n n n r r n n n n

r n nx y C x C x y C x y C x y C y  

         

0

n
n n r r

r

r

C x y



 ﹒  
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【例題 1】【配合課本例 1】  

寫出  
4

2x y 的展開式﹒  

【詳解】  

利用二項式定理﹐得  

         
4 4 3 2 14 4 1 4 2 4 3 4 4

0 1 2 3 42 2 2 2 2x y C x C x y C x y C x y C y       

 
4 3 2 2 3 416 32 24 8x x y x y xy y     ﹒  

【備註】  

         

                                 

 

【類題 1】  

寫出  
5

x y 的展開式﹒  

【詳解】  

利用二項式定理﹐得  

 
5 5 5 5 4 1 5 3 2 5 2 3 5 1 4 5 5

0 1 2 3 4 5x y C x C x y C x y C x y C x y C y        

 
5 4 3 2 2 3 4 55 10 10 5x x y x y x y xy y      ﹒  

【備註】  

        

                                      

 

【例題 2】【配合課本例 2】  

寫出  
4

3x y 的展開式﹒  

【詳解】  

將 3x 看成一項﹐(y)看成一項﹐利用二項式定理﹐得  

     
44

3 3x y x y       

               
4 3 1 2 2 1 3 44 4 4 4 4

0 1 2 3 43 3 3 3C x C x y C x y C x y C y          
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4 3 2 2 3 481 108 54 12x x y x y xy y     ﹒  

【備註】  

         

                                   

 

【類題 2】  

寫出  
4

2x y 的展開式﹒  

【詳解】  

將 x 看成一項﹐(2y)看成一項﹐利用二項式定理﹐得  

   
44

2 2x y x y       

        
1 2 3 44 4 4 3 4 2 4 1 4

0 1 2 3 42 2 2 2C x C x y C x y C x y C y          

 
4 3 2 2 3 48 24 32 16x x y x y xy y     ﹒  

【備註】  

         

                                 

 

【例題 3】【配合課本例 3】  

求  
8

2 1x  展開式中 3x 的係數﹒  

Ans：488 

【詳解】  

由二項式定理得知﹐(2x－1)
8 展開式中的每一項皆形如  

   
88 2 1

r r

rC x


 ﹐且其次數為 8－r﹒  

當 8－r3﹐即 r5 時﹐得出 x
3 項為  

     
3 58 3 3

5 2 1 56 8 1 448C x x x       ﹒  

故 3x 的係數為448﹒  

【備註】  
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【類題 3】  

求  
7

2x 展開式中 4x 的係數﹒  

Ans：280 

【詳解】  

由二項式定理得知﹐  
7

2x  展開式中的每一項皆形如  

 7 7 2
rr

rC x   ﹐且其次數為 7－r﹒ 

當 7－r＝4﹐即 r3 時﹐得出 x
4 項為  

   
37 4 4 4

3 2 35 8 280C x x x       ﹒  

故 x
4 的係數為280﹒  

【備註】  

        

                                              

 

【例題 4】【配合課本例 4】  

求
8

2

2
x

x

 
 

 
展開式中的  

(1) 
2x 項係數  

(2) 
3x 項係數﹒  

Ans：(1) 112，(2) 0 

【詳解】  

由二項式定理得知﹐

8

2

2
x

x

 
 

 
展開式中的每一項皆形如  

 
 8 8 8 8 8 8 3

2 2

22
2

rr
rr r r

r r rr
C x C x C x

x x

   
        
 

﹒  

(1) 當 8－r＝2﹐即 r＝2 時﹐得 x
2 項為  

 
28 2 2 2

2 2 28 4 112C x x x       ﹒  

故 x
2 的係數為 112﹒  
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(2) 當 8－r＝3﹐即
5

3
r  時﹐因為 r 不是 0 到 8 的整數﹐  

所以展開式中無 x
3 項﹒故 x

3 項係數為 0﹒  

【備註】  

   
 

  
    

                
   

 
 

    

  
 

    

  
 

    

   
 

    

   
 

   

   
 

 

【類題 4】  

求
6

2 1
x

x

 
 

 
展開式中的  

(1) 
3x 項係數  

(2) 常數項﹒  

Ans：(1) 20，(2) 15 

【詳解】  

由二項式定理得知﹐

6

2 1
x

x

 
 

 
展開式中的每一項皆形如  

 
 

 
6

6 2 6 12 2 6 12 311
1

rr
r rr r

r r rr
C x C x C x

x x


  

        
 

﹒  

(1) 當 12－r＝3﹐即 r＝3 時﹐得 x
3 項為  

 
36 3 3

3 1 20C x x     ﹒故 x
3 的係數為20﹒  

(2) 當 12－3r＝0﹐即 r＝4 時﹐  

得常數項為  
46 0

4 1 15C x    ﹒  

【備註】  

    
 

 
    

                        
 

  
 

 

  
 

 

【例題 5】【配合課本例 5】  

求多項式          
2 3 10

2 2 2 21 1 1 1f x x x x x         的 4x 項係數﹒  

Ans：165 
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【詳解】  

因為 f(x)是首項(1－x
2
)﹐公比(1－x

2
)的等比級數﹐  

所以利用等比級數的求和公式﹐得  

 
   

 
   

10
2 2 11

2 2

22

1 1 1 1 1

1 1

x x x x
f x

xx

         
 

﹐  

即 f(x)的 x
4 項係數就是    

11
2 21 1x x   的 x

6 項係數﹒  

再由二項式定理﹐得知  
11

21 x 的 x
6 項為  

   
3811 2 6

3 1 165C x x   ﹐  

即    
11

2 21 1x x   的 x
6 項為  6 6165 165x x   ﹒  

故 f(x)的 x
4 項係數為 165﹒  

【備註】  

        
  

   

 

                                          

                               

 

【類題 5】  

求多項式          
2 3 20

2 2 2 21 1 1 1 1f x x x x x          的 4x 項係數﹒  

Ans：1330 

【詳解】  

因為 f(x)是首項 1﹐公比(1＋x
2
)的等比級數﹐  

所以利用等比級數的求和公式﹐得  

 
 

 
   

21
2 21 21

2 2

2 22

1 1 1 1 1 1 1

1 1

x x x
f x

x xx

           
 

﹐  

即 f(x)的 x
4 項係數就是  

21
21 1x  的 x

6 項係數﹒  

再由二項式定理﹐得知  
21

21 x 的 x
6 項為  
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31821 2 6

3 1 1330C x x ﹐  

即  
21

21 1x  的 x
6 項為 1130x

6﹒  

故 f(x)的 x
4 項係數為 1330﹒  

【備註】  

        
  

   

 

                                               

                                            

                                             

                                       

                   

 

【例題】【常考題】  

已知  1
n

x 的展開式中﹐依 x的升次排列﹐其第五項﹑第六項﹑第七項的係數成

等差數列﹐求正整數 n的值﹒  

Ans：7 或 14 

【詳解】  

依題意﹐得 4 5 6, ,n n nC C C 成等差數列﹐即  

5 4 62 n n nC C C   


     

! ! !
2

5! 5 ! 4! 4 ! 6! 6 !

n n n

n n n
  

  
 


    

1 1 1
2

5 5 1 4 5 30 1n n n
  
     

 

     12 4 30 4 5n n n      


2 21 98 0n n    

n＝7 或 14﹒  
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【類題 6】  

設   2

0 1 21
n n

nx a a x a x a x      ﹐且 5 6 73 2a a a  ﹐求正整數 n的值﹒  

Ans：26 

【詳解】  

5 6 73 2a a a   

 5 6 73 2n n nC C C   


     

! ! !
3 2

5! 5 ! 6! 6 ! 7! 7 !

n n n

n n n
   

  
 


    

1 1 1
3 2

1 5 6 6 6 42 1n n n
   
     

 

     126 14 5 5 6n n n      

 2 25 26 0n n    

n＝26 或  1（不合）﹒  

故 n＝26﹒  
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主題二、二項式定理的應用 

設 n為正整數﹒  

(1) 0 1 2 2n n n n n

nC C C C     ﹒  

(2) 1

0 2 4 1 3 5 2n n n n n n nC C C C C C         ﹒  
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【例題 7】【配合課本例 6】  

求下列各式的值﹕  

(1) 10 10 10 10

0 1 2 10C C C C    ﹒  

(2) 10 10 10 10 10 10

0 2 4 6 8 10C C C C C C     ﹒  

(3) 10 10 10 10 10

1 3 5 7 9C C C C C    ﹒  

Ans：(1) 1024，(2) 512，(3) 512 

【詳解】  

(1) 將  
10

x y 的展開式  

 
10 10 10 10 9 1 10 8 2 10 10

0 1 2 10x y C x C x y C x y C y       

中的 x 與 y 都用 1 代入﹐得  

 
10 10 10 10 10

0 1 2 101 1 C C C C      ﹐  

即
10 10 10 10 10

0 1 2 10 2 1024C C C C      … 

(2) 將  
10

x y 的展開式中的 x 用 1﹐y 用1 代入﹐得  

 
10 10 10 10 10

0 1 2 101 1 C C C C      ﹐  

即
10 10 10 10

0 1 2 10 0C C C C     … 

將與相加﹐可推得  

10
10 10 10 10 10 10 9

0 2 4 6 8 10

2 0
2 512

2
C C C C C C


        ﹒  

(3) 將減去﹐可推得  

10
10 10 10 10 10 9

1 3 5 7 9

2 0
2 512

2
C C C C C


       ﹒  

 

【類題 7】  

求滿足不等式 1 2200 300n n n

nC C C     的正整數 n﹒  

Ans：8 
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【詳解】  

因為 0 1 2 2n n n n n

nC C C C     ﹐所以原式可改寫為  

0200 2 300n nC    200 2 1 300n   ﹐即 201 2 301n  ﹒  

又因為
7 8 92 128, 2 256, 2 512   ﹐所以 n＝8﹒  

 

【例題 8】【常考題】  

已知 log 2 0.3010, log3 0.4771  ﹐求滿足不等式  

1 2

1 1 1 1
1

3 9 3 5000

n

n n n

nC C C
 

      
 

的最小正整數 n﹒  

Ans：22 

【詳解】  

將  
n

x y 的展開式  

  1 1 2 2

0 1 2

n n n n n n n n n

nx y C x C x y C x y C y        

中的 x 用 1﹐y 用
1

3
 代入﹐得  

1 2

1 1 1 1
1 1

3 3 9 3

n n

n n n

nC C C
    
           
    

﹐  

即 1 2

1 1 1 2
1

3 9 3 3

n n

n n n

nC C C
   

        
   

﹒  

因此﹐原不等式可改寫為
2 1

3 5000

n

 
 

 
﹒  

兩邊取對數﹐得  

2 1
log log

3 5000

n

 
 

 
 

  log2 log3 log5000n     

    0.3010 0.4771 3 0.6990n      
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3.6990

21
0.1761

.n   …  

故 n＝22﹒  

 

【類題 8】  

求 6 6 6 6 6 6

1 2 3 4 5 61 2 4 8 16 32 64C C C C C C      的值﹒  

Ans：1 

【詳解】  

將  
6

x y 的展開式  

 
6 6 6 6 5 1 6 4 2 6 6

0 1 2 6x y C x C x y C x y C y       

中的 x 用 1﹐y 用2 代入﹐得  

        
6 1 2 66 6 6 6

0 1 2 61 2 2 2 2C C C C          ﹒  

整理得
6 6 6 6 6 6

1 2 3 4 5 61 2 4 8 16 32 64 1C C C C C C      ﹒  

 

【例題 9】【常考題】  

求  
5

1.03 的近似值到小數點後第三位（第四位以下四捨五入）﹒  

Ans：1.159 

【詳解】  

利用二項式定理將  
551.03 1 0.03  展開得到  

 
551.03 1 0.03   

5 5 0 5 4 1 5 3 2 5 2 3 5 1 4 5 0 5

0 1 2 3 4 51 0.03 1 0.03 1 0.03 1 0.03 1 0.03 1 0.03C C C C C C                   

5 0 5 1 5 2 5 3 5 4 5 5

0 1 2 3 4 50.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03C C C C C C             

1 5 0.03 10 0.0009 1.159      ﹒  
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【類題 9-1】  

求  
10

0.99 的近似值到小數點後第四位（第五位以下四捨五入）﹒  

Ans：0.9044 

【詳解】  

利用二項式定理﹐得  

   
10 10

0.99 1 0.01   

       
1 2 3 1010 10 10 10 10

0 1 2 3 100.01 0.01 0.01 0.01C C C C C               

1 0.1 0.0045 0.00012 0.90438 0.9044       

故所求為 0.9044﹒  

 

【類題 9-2】  

求 1811 除以 1000 的餘數﹒  

Ans：481 

【詳解】  

利用二項式定理將  
181811 1 10  展開得到  

 
181811 1 10   

18 18 18 17 1 18 16 2 18 15 3 18 18

0 1 2 3 181 1 10 1 10 1 10 10C C C C C               

 18 18 18 15

3 4 181 180 15300 1000 10 10C C C          

 18 18 18 15

3 4 18481 1000 15 10 10C C C         

故 11
18 除以 1000 的餘數為 481﹒  

 

【例題 10】【常考題】  

求 100 1x  除以  
2

1x  的餘式﹒  

Ans：100x－98 
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【詳解】  

利用二項式定理將   
100100 1 1x x   展開得到  

  
100

1 1x    

       
100 99 2 1100 100 100 100 100 100

0 1 98 99 1001 1 1 1 1C x C x C x C x C            

       
2 98 97100 100 100 100 100

0 1 98 99 1001 1 1 1x C x C x C C x C          
  ﹐  

因此﹐ 100 1x  除以  
2

1x  的餘式為  

   100 100

99 1001 1 100 1 1 1 100 98C x C x x         ﹒  

 

【類題 10】  

求 8x 除以  
3

1x  的餘式﹒  

Ans：28x
2－48x＋21 

【詳解】  

利用二項式定理將   
88 1 1x x   展開得到  

  
8

1 1x    

         
8 7 3 2 18 8 8 8 8 8 8

0 1 5 6 7 81 1 1 1 1 1C x C x C x C x C x C              

         
3 5 4 28 8 8 8 8 8

0 1 5 6 7 81 1 1 1 1x C x C x C C x C x C            
   

因此﹐x
8 除以  

3
1x  的餘式為  

       
2 28 8 8 2

6 7 81 1 28 1 8 1 1 28 48 21C x C x C x x x x            ﹒  
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lllttt999999oookkk222222444 重重重要要要精精精選選選考考考題題題    

基礎題   

1. 寫出  
4

2a b 的展開式﹒  

Ans： 4 3 2 2 3 416 32 24 8a a b a b ab b     

【詳解】  

 
4

2a b  

＝ 4 4 4 3 4 2 2 4 3 4 4

0 1 2 3 4(2 ) (2 ) ( ) (2 ) ( ) (2 )( ) ( )C a C a b C a b C a b C b         

＝16a
4－32a

3
b＋24a

2
b

2－8ab
3＋b

4。
 

 

2. 求  
5

23a b 展開式中 4 3a b 的係數﹒  

Ans：90 

【詳解】  

一般項為 5 2 5(3 ) ( )r r

rC a b  ，  

取 r＝3 得此項為  

5 2 2 3

3 (3 ) ( )C a b ＝10･9a
4･(－b)

3＝90a
4
b

3，  

即 4 3a b 的係數為  90。  

 

3. 求
5

3

2

1
2x

x

 
 

 
展開式中的常數項﹒  

Ans：40 

【詳解】  

一般項為 5 3 5 2(2 ) ( )r r

rC x x  ，  

x 的次數為 3(5－r)－2r＝0，即 r＝3，  

代入得常數項為 5 2 3

3 2 ( 1)C    ＝40。  
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4. 已知
5

2
a

x
x

 
 

 
的展開式中﹐ 3x 項係數為 80 ﹐求實數 a 的值﹒  

Ans：1 

【詳解】  

一般項為 5 5 1(2 ) ( )r r

rC x ax  ，  

x 的次數為(5－r)－r＝3，即 r＝1，  

代入得常數項為 5 4

1 2C a  ＝80a＝80，  

故 a＝1。  

 

5. 設   2

0 1 21
n n

nx a a x a x a x      ﹐且 4 62 3 na a  ﹐求正整數 n 的值﹒  

Ans：9 

【詳解】  

4 62 3 na a   

 2･ 4

nC ＝3･ 6

n

nC   

 
2 ( 1)( 2)( 3) 3 ( 1)( 2)( 3)( 4)( 5)

4 3 2 1 6 5 4 3 2 1

n n n n n n n n n n       


       
 

 60＝3(n－4)(n－5) 

 n
2－9n＝0 

 n＝9 或 n＝0(不合)。  

 

6. 求        
2 3 10

1 1 1 1x x x x        的展開式中的 3x 項係數﹒  

Ans：330 

【詳解】  

       
2 3 10

1 1 1 1x x x x        的  

展開式中的 3x 項係數為  

3 4 5 6 9 10

3 3 3 3 3 3C C C C C C       
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＝ 4 4 5 6 9 10

4 3 3 3 3 3C C C C C C       

＝ 5 5 6 9 10

4 3 3 3 3C C C C C      

＝………  

＝ 10 10

4 3C C  

＝ 11

4

11 10 9 8

4 3 2 1
C

  


  
 

＝330。  

【另解】  

       
2 3 10

1 1 1 1x x x x         

＝
10 11(1 )[1 (1 ) ] (1 ) (1 )

1 (1 )

x x x x

x x

     


 
，  

(1＋x)
11 展開式中 x

4 項的係數 11

4C ＝330 即為所求。  

 

7. 求複數  
5

2 i 的實部及虛部﹒  

Ans：實部為38﹐虛部為 41 

【詳解】  

(2＋i)
5＝ 5 5 5 4 5 3 2 5 2 3 5 4 5 5

0 1 2 3 4 52 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2( ) ( )C C i C i C i C i C i      

實部為 12
5－102

3＋52＝32－80＋10＝38。  

虛部為 52
4－102

2＋1＝8040＋1＝41。  

 

8. 求 1311 的百位數字與十位數字﹒  

Ans：百位數字為 9﹐十位數字為 3 

【詳解】  

11
13＝(10＋1)

13
 

＝10
13＋13･10

12＋……＋78･10
2＋13･10＋1 

＝k･1000＋7931，  

百位數字為 9，十位數字為 3，個位數字為 1。  
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進階題   

9. 已知在  1 2
n

x 的展開式中﹐x
3 項的係數等於 x 項係數的 8倍﹐  

求正整數 n 的值﹒  

Ans：5 

【詳解】  

3x 項的係數為 3

3 2nC  ， x項係數為 1 2nC  ，故  

8 ( 1)( 2) 8 2

3 2 1 1

n n n n   


 
 

 (n－1)(n－2)＝12 

 n＝5。  

 

10. 設 1

1 2 32 4 2 3280n n n n n

nC C C C        ﹐求正整數 n 的值﹒  

Ans：8 

【詳解】  

根據二項式定理  

  1 1 1 1

0 1 1

n n n n n n n r r n n n n

r n nx y C x C x y C x y C x y C y  

        ，  

令 x＝1，y＝2 代入得  

(1＋2)
n＝ 1 1

0 1 12 2 2 2n n n r n n n n

r n nC C C C C

       

  ＝ 2 1

0 1 2 32( 2 2 2 )n n n n n n

nC C C C C      

  ＝1＋23280＝6561＝3
8，  

故得  n＝8。  

 

11. 已知 4 5 6 19 20

4 4 4 4 5P P P P k C      ﹐求 k 的值﹒  

Ans：24 

【詳解】  
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4 5 6 19

4 4 4 4P P P P     

＝4!( 4 5 6 19

4 4 4 4C C C C    )＝24 20

5C ，  

故 k＝24。  

 

12. 求   
6

2x y z  展開式中﹐x
4
y

2
z

2 的係數﹒  

Ans：90 

【詳解】  

  
6

2x y z  中，x
4 項為 6

4C x
4
(y＋z)

4，  

x
4
y

2
z

2 的係數 6 4

4 2

6! 4! 6!

2!4! 2!2! 2!2!2!
C C    ＝90。  

 

13. 求  
10

31 2x x  展開式中的 x
3 項係數﹒  

Ans：950 

【詳解】  

 
10

31 2x x   

＝(1＋2x)
10－ 10

1C (1＋2x)
9･x

3＋ 10

2C (1＋2x)
8･x

6－……，  

x
3 項的係數為 10

3C ･2
3＋ 10

1C ＝1208－10＝950。  

 

 


