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廣義的三角函數 

有向角，廣義角，同界角 

 
平面上，一射線繞其端點旋轉，我們設定射線旋轉的起點為始邊；終點為終邊，以及逆

時鐘方向為正；順時鐘方向為負，而旋轉當然可以超過一圈、兩圈、三圈。所以，在角度上

廣義角不會受到任何的限制。另外，若是有兩個有向角擁有相同的始邊與終邊，我們稱之為

同界角。不難想像，兩個角度若是互為同界角，則他們的差別將僅僅存在於旋轉的圈數，故

兩同界間的角度差必為 360˚的倍數。 
 
 

廣義角的三角函數 

 
記得我們曾經將三角函數

定義為角度與其對應直角三角

形的邊長比例，但這個思維很

明顯地對於廣義角將不再適用，

於是數學家們想到了以下新的

定義來處理廣義角的三角函

數。 
 
狹義的三角函數將函數的角度值定義於直角三角

形的內角上，但在廣義三角函數上我們為了打破角度

上的限制，改將角度定義在整個坐標系上。 

作法如下，將有向角𝜃的頂點置於原點𝑂、使邊置

於𝑋軸上，取終邊上任一非原點之點𝑃，設其座標為

(𝑥,𝑦)，並設OP =r。 

接著我們試圖從銳角的情況推廣至所有廣義角，

從右上圖中可以看到當𝜃為銳角的時候，沿用之前學過

的定義可以得到 

sin𝜃 = 𝑦
𝑟
  cos𝜃 = 𝑥

𝑟
    tan𝜃 =  𝑦

𝑥
  

 

在這裡我們發現了一件令人開心的現象，那就是邊長的比例也可以用座標的比例來替換，

而且不論 θ 如何改變，這個結論都可以適用。 

於是，關於廣義角的三角函數我們可以結論定義如上所述， 

sinθ = y
r

  cosθ = x
r

  tanθ = y
x
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廣義三角函數的平方關係 

 
在之前我們曾經利用畢氏定理成功的證明了 sinθ與 cosθ間的平方關係，顯然這套作法對

於廣義角的三角函數將不再適用。那麼這個平方關係是否還會繼續存在呢？ 

為了要證明 sin2θ + cos2θ = 1 這個等式對於任意角度都成立，我們從廣義角的三角函數

定義上來檢視。在稍早之前我們已經定義 sin𝜃 = 𝑦
𝑟
、cos𝜃 = 𝑥

𝑟
（𝑟 為 𝜃 之終邊上任一點 𝑃 至原

點距離，𝑥、𝑦 為 𝑃 的座標），距離公式告訴我們 𝑟 =  �(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2，所以我們有能力

將 sin2θ + cos2θ改寫成 y
r

2
+ x

r

2
 = y

�x2+y2
2

+ x
�x2+y2

2
 

             = y2

x2+y2
+ x2

x2+y2
 

             = 1 

 

廣義三角函數的補角關係 

 
在定義廣義三角函數的過程中，我們曾經利用有向角 θ 的終

邊上一點座標來定義該角度對應的三角函數。現在我們從另外一

個角度出發，觀察右圖中直角三角形不難發現其底跟高，也就是

點 𝑃 的 𝑋 座標及 𝑌 座標分別可以𝑟cos𝜃及𝑟sin𝜃表示，換句話說任

意一點 𝑃 的座標 (𝑥,𝑦)都可以以 (𝑟cos𝜃, 𝑟sin𝜃) 來表示。 
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為了讓情況更單純一點，我們定義一個圓心為 (0,0)、半徑為 1 的圓為單位圓，這麼一

來我們就可以保證單位圓上的任何一點到圓心的距離都是 1，也就是說任何射線與單位圓的

交點座標都可以 (cos𝜃,sin𝜃) 簡示之。 

接下來我們終於可以進入正題，從上圖中我們可以看到 𝐴、𝐵 以及 𝐶、𝐷 分別對稱於 
𝑌軸，𝐴、𝐷 以及 𝐵、𝐶 分別對稱於 𝑋 軸。簡單來說，對稱 𝑌 軸代表兩點高度也就是 𝑌 座
標相同、𝑋 座標互為相反數，反之對稱 𝑋 軸則是 𝑋 座標相同、𝑌 座標互為相反數。將上述

結論對應到四個點的點座標我們就可以輕鬆得到廣義三角函數的補角關係 
 

sin(180˚−θ) = sinθ  

cos(180˚−θ) = −cosθ 
 
 

直角坐標與極坐標轉換 

 
如同直角坐標系一般，極座標也是一個二維坐標系，它所包含的兩個維度分別為表示與

極點距離的 r 坐標、以及表示按逆時針方向坐標距離 0°射線角度的 𝜃 坐標。我們已經知道在

直角坐標系上的任意一點都可以表示成 (𝑟cos𝜃, 𝑟sin𝜃)，極坐標系就是直接取這裡的 𝑟 以及 𝜃
作為變數，直接將點坐標表示成 (𝑟,𝜃)。 
 
EX: 

直角坐標系                         極坐標系 
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小試身手 

 
例題 1 設 tan𝛉 = −𝟒

𝟑
，試求 𝟓 𝐬𝐬𝐬𝛉+𝟖

𝟏𝟓𝐜𝐜𝐬𝛉−𝟕
 的值 

例題 2 
設點 P(sinθcosθ, tanθcosθ) 在第三象限內， 
若 tanθ 為方程式 6x2 –  x –  1 = 0 的一根，試求 
(1) tanθ  (2) 2sin2θ + 3sinθcosθ - cos2θ 

例題 3 設 cos100˚ = k﹐試以 k 表示 tan280˚ 之值 

例題 4 設極坐標平面上兩點 𝐴[4, 20˚ ]  𝐵[4, 80˚]，試求 𝐴𝐵���� 的長 

例題 5 設𝜃是一銳角，已知𝜃有一個同界角的度數恰為 6𝜃，試問𝜃值 

例題 6 
若𝜃為任意角，且 𝑓 (𝜃) = 2cos2𝜃 + 5sin𝜃 −1 之最大值為 𝑀，最小值為 𝑚， 
試求 𝑀 +  𝑚 之值 

例題 7 
設 𝑓(𝑥) = 2tan𝑥

tan2𝑥+tan𝑥+1
  其中 𝑥 可為任意角， 

若𝑓(𝑥)的最大值為𝑀，最小值為𝑚，試求 𝑀 +  𝑚 之值 

例題 8 設 0˚ < 𝜃 < 90˚，若 2cos𝜃 – 1 = 𝑘 (2cos𝜃 + 1)，試求 𝑘 值的範圍 
 

 
 
 

解答與解析 

例題 1：tan𝜃 < 0, 𝜃為第二象限角 or 第四象限象角 
分別討論如下， 
(1)假設𝜃為第二象限角 

則根據廣義三角函數定義 sin𝜃 = 4
5
cos𝜃  

 = −3
5

 

在此情況下，
5 sin𝜃+8
15cos𝜃−7

=
5∙45+8

15∙−35 −7
 = 

−3
4

 

 

(2)假設𝜃為第四象限角 

則 sin𝜃 = −4
5

 ，cos𝜃 = 3
5
 

5 sin𝜃+8
15cos𝜃−7

 =  
5∙−45 +8

15∙35−7
 = 2 

故 
5 sin𝜃+8
15cos𝜃−7

  = −3
4

 或 2 
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例題 2： 

(1)𝑃(sin𝜃cos𝜃, tan𝜃cos𝜃) 位於第三象限， 
sin𝜃cos𝜃 < 0, tan𝜃cos𝜃 < 0 
其中 tan𝜃cos𝜃 = sin𝜃 < 0 

故             cos𝜃 > 0 →   sin𝜃
cos𝜃

 = tan𝜃 < 0 

(2)tan𝜃 為方程式 6𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 的一根 

𝑥 = −
(−1)±�1−(−24)

2∙6
 = 1

2
 或 −1

3
 

由已知 tan𝜃 < 0 得 tan𝜃 = −1
3

 

sin𝜃 < 0, cos𝜃 > 0 →  sin𝜃 = −1
√10

 cos𝜃 = 3
√10

 

分別代入 (2) 得 2sin2𝜃 + 3sin𝜃cos𝜃 − cos2𝜃 = −8
5

 

 

例題 3：cos100˚ = 𝑘 依照這個已知我們可以畫出下邊圖形幫助思考 

 

tan280˚ = tan(100˚+180˚) = tan100˚ = 
√1−𝑘2

𝑘
 

 

例題 4：依照題意可畫出圖如下 

Δ𝑂𝐴𝐵為一正三角形 

ABOBOA == = 4 
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例題 5：已知 𝜃 的所有同界角皆可表示成 𝜃 + 360˚ ∙ 𝑘 �𝑘 Z∈ � 
6𝜃 = 𝜃 + 360𝑘˚ 
5𝜃 = 360𝑘˚ 
𝜃= 72𝑘˚ 
由題目敘述已知 𝜃 為銳角，故 𝜃 = 72˚ 

 

例題 6：𝑓 (𝜃) = 2cos2𝜃 + 5sin𝜃 −1 
在這裡存在兩個未知數我們無法解決故須先使用平方關係將未知數減少為一個 
2cos2𝜃 + 5sin𝜃 −1 = 2(1−sin2𝜃) + 5sin𝜃 − 1 

= −2sin2𝜃 + 5sin𝜃 + 1 
= −2(sin𝜃 − 5

4
)2 + 33

8
 

𝜃為任意角，−1≦ sin𝜃 ≦1 

−2(sin𝜃 − 5
4
)2 + 33

8
 可視為一開口向下，頂點為 (5

4
, 33
8

) 之拋物線 

極大值產生於最靠近頂點的 sin𝜃 = 1 

−2(1− 5
4
)2 + 33

8
 = 4 

極小值產生於限制範圍離頂點較遠之端點 sin𝜃 = −1 

−2(−1− 5
4
)2 + 33

8
 = −6 

𝑀 +  𝑚 = 4 + (−6) = −2 
 

例題 7：令 2tan𝑥
tan2𝑥+tan𝑥+1  =  𝑘 經過移項化簡可得 

𝑘tan2𝜃 + (𝑘 −2)tan𝜃 + 𝑘 = 0 
(𝑘 −2)2 − 4𝑘2 ≧ 0 
3𝑘2 + 4𝑘 −4 ≦ 0 
(𝑘+2)(3𝑘 −2) ≦ 0 

∴ −2≦ 𝑘 ≦
2
3

  

𝑀 +  𝑚 = −2 + 
2
3
 = 

−4
3

 

 

例題 8：cos𝜃 − 1 = 𝑘 (2cos𝜃 + 1) 

𝑘 = 
2cos𝜃−1
2cos𝜃+1

 = 
(2cos𝜃+1 )−2
2cos𝜃+1

 = 1 −  2
2cos𝜃+1

 
0˚ < 𝜃 < 90˚ → 0 < cos𝜃 < 1 
1 < 2cos𝜃 + 1 < 3 
1
3
 < 1

2cos𝜃+1
 < 1 

−2 < −  2
2cos𝜃+1

 <  −2
3

 

−1 < 𝑘 <1
3
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