
 

二階克拉瑪公式 

成功高中‧陳冠宏  老師 



 

 

多普達國際．信望愛文教基金會 

10-4-3 二階克拉瑪公式 
 

定理敘述 

1. 二階克拉瑪公式 

給定二元一次方程組







222

111

cybxa
cybxa

 

令
22

11

22

11

22

11 ,,
ca
ca

bc
bc

ba
ba

yx  △△△  

若△≠0，則方程組之解 ),(),(
△

△

△

△ yxyx   

2. 二元一次方程組解的討論 

(1)恰有一解： 0△    

(2)無解： 0△ ，但 yx △△ , 有一不為 0 

(3)無限多解： 0 yx △△△  

 

 

定理證明或說明 

1. 克拉瑪公式 








)2(
)1(

222

111

cybxa
cybxa

 

12 )2()1( bb  ： 12211221 )( bcbcxbaba   

若 01221  baba ，則
1221

1221

baba
bcbcx




  

同理， 21 )1()2( aa  ： 12211221 )( cacaybaba   

若 01221  baba ，則
1221

1221

baba
cacay




  

令
22

11

22

11

22

11 ,,
ca
ca

bc
bc

ba
ba

yx  △△△ ，即得證 
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2. 二元一次方程組解的討論 

承上， 12211221 )( bcbcxbaba   

若 01221  baba ，且 01221  bcbc ，則 x 有無限多解 

若 01221  baba ，但 01221  bcbc ，則 x 無解 

同理，亦可討論 y 的解情形

  
 

關鍵字 

克拉瑪公式的常數項在等號右邊 
 
 
例題 1 

試解方程組







735
1324

yx
yx

 

Ans：
2
37,

2
25 

 yx  

解：
2
37

35
24
75

134

,
2
25

35
24
37
213


 yx

 

 

例題 2 

試解方程組







053
0832

yx
yx

 

Ans：
9
2,

3
13




 yx  

解： 

先將常數移至等號右邊，方可使用克拉瑪公式 

9
2

9
2

31
32
51
82

,
3
13

9
39

31
32

35
38

53
832

































yx
yx
yx
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例題 3 

試解方程組







yxxy
yxxy

62
83

 

Ans： )1,2(),0,0(),( yx  

解： 

若 00  yx 為一組解 

若 00  yx ，左右同除 xy 

)1,2(),(1

61
83
62
81

1,
2
1

61
83
21
13

1
612

831














yx

yx
xy

xy  

 
例題 4 

試就 k 討論方程組







kkyx
kykx 69

的解 

解： 

)3)(3(9
1

9 2  kkk
k

k
△  

)3(9)6(
96




 kkkkk
kk

k
x△  

)3)(2()6(
1

6 2 


 kkkk
k

kk
y△  

∴k=3 時， 0 yx △△△ ，無限多解 

  此時，原方程組為
















Rt
ty

tx
yx
yx

,
33

33
993

 

  k=-3 時， 0△ ，但 yx △△ , 有一不為 0，無解 

  k≠3 且 k≠-3 時， 0△ ，恰有一解 )
3
2,

3
(),(







k
k

k
kyx  

 

例題 5 

若方程組







1)12(
943

kyxk
kykx

無解，求 k=_____ 
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Ans：2 

解： 

)23)(2(483
12

43 2 


 kkkk
kk

k
△

 

無解 20  k△ 或
3
2  









123

1846
2

yx
yx

k 為無解 










 1

3
2

3
1

642

3
2

yx

yx
k 為無限多解 

故 k=2 

 
例題 6 

若方程組 1 1 1

2 2 2

a x b y c
a x b y c

 
  

之解為 x  1，y  2，則 1 1 1

2 2 2

2 5 3 0
2 5 3 0
b x a y c
b x a y c

  
   

之解(x,y)   ____________

Ans：ቀെ3, െ ଷହቁ 

解： 

令
22

11

22

11

22

11 ,,
ca
ca

bc
bc

ba
ba

yx  △△△  

則 








 2,2,1 yx
yx   

1 1 1

2 2 2

2 5 3 0
2 5 3 0
b x a y c
b x a y c

  
    








222

111

352
352

cyaxb
cyaxb

 

 1010
52
52

22

11

22

11

ba
ba

ab
ab

 

yca
ca

ac
ac





1515
53
53

22

11

22

11  

xbc
bc

cb
cb





66
32
32

22

11

22

11  
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∴









































5
3

10
6

52
52
32
32

3
10

15

52
52
53
53

22

11

22

11

22

11

22

11

x

y

ab
ab
cb
cb

y

ab
ab
ac
ac

x

 

 

溫故知新 

習題 1 

試解方程組







235332
323522

yx
yx

 

 
習題 2 

試解方程組







0643
0554

yx
yx

 

 
習題 3 

試解方程組







yxxy
yxxy

533223
352232

 

 
習題 4 

試就 k 討論方程組







323
1

kkykx
ykx

的解 

 
習題 5 

若方程組







kkyx
kykx 24

無限多解，則 k=______ 
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習題 6 

已知 1 1

2 2

1
a b
a b

 ﹐ 1 1

2 2

2
a c
a c

 ﹐ 1 1

2 2

3
c b
c b

 ， 

則 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

(4 2 ) (3 ) 2
(4 2 ) (3 ) 2

a c x b a y c b
a c x b a y c b
    

     
的解 (x,y) 為____________ 

 
習題 7                                                                【學測 101】

若實數a、b、c、d使得聯立方程組
8

4 3
ax y c
x y

 
  

有解，且聯立方程組
3

4 3
x by d

x y
  
  

無解，

則下列哪些選項一定正確？  

(1)a   2 (2)c   6 (3)b  12 (4)d   9 (5)聯立方程組
8

3
ax y c

x by d
 

  
無解  

 

 

解答與解析 

習題 1： 5,9  yx  

習題 2： 9,10  yx  

習題 3： )
9
1,

5
1(),0,0(),( yx  

習題 4：k=-3 時，無限多解








Rt
ty

tx
,

31
 

k=0 時，無解 

k≠-3 且 k≠0 時，恰有一解 )
2
1,(),( kyx   

習題 5：2 

習題 6：ሺെ ହଶ , െ2ሻ 

習題 7：(3)(4) 

       解：
8

4 3
ax y c
x y
 

  
 有解 

(1)唯一解： 0
41

8



a

  a   2 
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(2)無限多解： 0
3143

8
41

8






caca

  a   2，c   6 

3
4 3

x by d
x y
  
  

 無解 

0
41

3



 b

b  12， 

0
31

3


 d
d   9 或 0

43
12




d
d   9 

又
8

3
ax y c

x by d
 

  
 

 若 a   2，則 0
1

8


b
a

  有唯一解 

若 a   2，c   6，b  12，d   9  0
3

8


 b
a

， 0
3


 d

ca
 無解 

故選(3)(4) 


